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★ 计算机图形学可以说是一门用计算机生成图形图像的学科。

★ 传统图形学致力于生成可被传统显示器显示的二维图像，也就是三维世

界的二维投影。

★ 需要构建三维世界的表示方法以及其相关操作，这需要基础的立体几何、

投影几何知识。
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于是就有了传统计算机图形学的三大研究方向：

几何 渲染 动画
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★ 物体是什么形状？

★ 如何既省空间又精确地表示这个形状？

★ 如何从零起步为我心中所想的一个形状建模？

★ 如何编辑现有的形状让他符合我的要求与目的？
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★ 找一个点集的凸包、如何判断两个几何体有没有相交等（计算几何）

★ 描述几何体的微分性质（微分几何）

★ 把一些编辑处理操作转化成一个最优化问题（数值线性代数，图论，变

分法）

★ 有时候几何体过于复杂，传统的算法可能根本无效（拓扑）
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它身上的每一点又应该是什么颜色呢？
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𝐿0 𝑥, 𝜔0 = 𝐿𝑒 𝑥, 𝜔0 +න
Ω

𝑓𝑟 𝑥, 𝜔𝑖 , 𝜔0 𝐿𝑖 𝑥, 𝜔𝑖 (𝜔𝑖 ⋅ 𝑛)𝑑𝜔𝑖

Kajiya J T. The rendering equation[C]//Proceedings of the 13th annual conference 

on Computer graphics and interactive techniques. 1986: 143-150.
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★ 可以把物体大致分为三类：固体、角色、流体（无固定形态）

★ 为了让动画看起来真实，你需要用力学和运动学知识去描述、规范他们

的运动。

★ 对于角色，控制理论（所以也就还包括随机过程）、生物学也是需要的。

★ 流体的话，那就是流体力学了（所以也就还包括微分方程和数值分析）。
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★ 图像的拍摄和显示技术，也就是计算成像，这又需要物理光学的知识。

★ 再比如3D打印，不再局限于生成图像，也能生成实体，这又需要一些材

料学的知识。

★ 以及最近炒得火热的增强现实(AR)，要想增强现实，首先理解现实。所

以需要计算机视觉。

★ 另外，虽说目前很火的机器学习是解决逆问题的有利工具，不过其在图

形学这个主要以数学建模驱动来解决正向问题的领域中也偶尔会被用到。
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★ 问题：给定一张曲面，如何求其二维的参数定义域？

找到一个映射𝑓：𝑆 ⊂ 𝑅3 → Ω ⊂ 𝑅2

★ 又称为：曲面展开。
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符号 解释

ℳ 输入网格

ℱ = {𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2, … ,𝒩𝑓} 三角形集合

𝒱 = {𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,2, … ,𝒩𝑣} 点集

෡ℳ 参数化网格

෠ℱ 参数化三角形集合

෠𝒱 参数化点集

𝐽𝑖
从𝑓𝑖到෡𝑓𝑖的仿射变换对应的

2×2的雅可比矩阵

ℬ ෡ℳ的边界

ℰ𝑏 = {𝑏𝑖} 边界边集合

𝒱𝑏 = {𝑥𝑖} 边界点集合
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给定ℳ，我们希望计算一个具有低失真率的双射参数化网格 ෡ℳ，

且它还满足下述两个约束：

问题描述

★ 𝑑𝑒𝑡𝐽𝑖 > 0；

★ 对于任意不相邻的边界边对(𝑏𝑖 , 𝑏𝑗)有𝑏𝑖 ∩ 𝑏𝑗 = ∅.



Effictive Bijective Parameterizations::问题描述

22

我们可以将其转化为无约束的最优化问题：

min
෡ℳ
𝑔( ෡ℳ) = 𝐸𝑑 ෡ℳ,ℳ + 𝜆𝑏𝐸𝑏(ℬ) ,

𝐸𝑑 ෡ℳ,ℳ 衡量三角形的失真程度

𝐸𝑏(ℬ) 边界障碍函数

𝜆𝑏 > 0 权重

(*)
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𝑥 = 𝑥 −
𝑓(𝑥)

𝑓′(𝑥)

෡ℳ = ෡ℳ −
𝑔′( ෡ℳ)

𝑔′′( ෡ℳ)

𝑔的Hessian矩阵𝐻

෡ℳ = ෡ℳ −
𝑔′( ෡ℳ)

𝑔′′( ෡ℳ)

𝑥 = 𝑥 −
𝑓(𝑥)

𝑓′(𝑥)
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几乎所有解决稀疏线性系统的算法都分为三个阶段：

★ 分析𝐻的非零结构；

★ 对𝐻进行数值上的矩阵分解；

★ 利用上述阶段得到的矩阵分解进行方程求解。

★ 分析𝐻的非零结构；

几乎所有解决稀疏线性系统的算法都分为三个阶段：

Effictive Bijective Parameterizations::优化

𝑔′( ෡ℳ)

𝑔′′( ෡ℳ)
=? 𝑔′′ ෡ℳ 𝑋 = 𝑔′ ෡ℳ 𝐻𝑋 = 𝑏
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稀疏的Hessian矩阵𝐻很难满足如下两个约束：

★ 𝐻的非零结构是固定的；

★ 𝐻的非零元素需要尽可能的少。

[Tutte, 63],

[Maxwell, 1864]
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★ 将参数化问题转化为最优化问题，并使用牛顿法进行求解。

★ 提出shell mesh以固定Hessian矩阵的非零结构，并避免求解系数矩阵

具有大量非零元素的线性系统，从而实现快速优化。
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